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Chapter 4: 随机信号处理
Random signal processing

随机信号滤波
随机信号系统
点估计
最佳线性波形估计：Wiener 滤波器

谱估计
谱分解
经典谱估计
现代谱估计:ARMA模型
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出版社。
G.Strang: Computational Science and engineering:

真实世界的信号处理

真实信号=理想信号+噪音信号=x(t) + e(t)

I 理想信号：函数空间表示；L2

噪音信号: 最简单是白噪音随机过程(完全不可预期)；经
过LTI系统得到平稳随机过程；
（其他噪音模型？: 电线交流电噪音60赫兹，图像的椒盐噪
音;）

I 统计信号处理: 信号的平均的统计特征是确定的,可以利用数
据统计量估计信号的统计特征。
主要内容： 信号分析(谱估计) → 自相关函数，功率谱
信号处理(线性滤波Wiener滤波器，最小二乘，自适应滤
波，Kalman滤波). → 信号估计，最小二乘法

随机变量与离散随机过程

Remark (随机变量)

I CDF分布函数：Fx(a) = Pr(x(ξ) < a) PDF密度函数
fx(a) = F ′(a)

I 数字特征： EX ,Var(X ) = DX ,EX 2,EX 3, . . .

I 大样本与大数定律,中心极限定理；

I 估计：µ = 1/N
∑

i Xi → EX,
s = 1/(N − 1)

∑
i (Xi − µ)2 → DX.

Remark (离散随机过程)

I 联合概率分
布：F (x1, . . . , xM ; n1, . . . , nm) = Pr(x(ni ) ≤ xi , 1 ≤ i ≤ M

I 统计特征:µ(n) = E (x(n)), s(n);
自相关矩阵：r(n1, n2) = E (x(n1)x(n2)
自协方差矩阵：γ(n1, n2) = r(n,n2)− µ(n1)µ(n2)

I 宽平稳过程：µ(n) = µ, r(n1, n2) = r(|n1 − n2|).



平稳信号自相关序列

Proposition

I rx(0) = σ2x + |µx |2 ≥ rx(k)

I rx(k) = r
(
x − k)

I 非负定
∑

k

∑
m ak r(k −m)a∗m ≥ 0

证明：构造利用E (x(n)± X (m)2 ≥ 0,详略。

Remark (实用的统计估计条件)

I 遍历性:有限时间的平均统计的极限等于期望值
相关遍历性定理：依赖与期望和二阶矩的有限性条件；

I 遍历定理：
E (x(n)) = limN

1
2N+1

∑N
i=−N x(i)

E (x(n)x(n − k)) = limN
1

2N+1

∑N
i=−N x(i)x(i − k)

功率谱的计算

I 直接法：P等于能量(谱的平方和)的时间平均;

I 间接法：P等于自相关函数的DTFT；

I 特别：假定时间遍历的功率谱有：
P(e iw ) = limM E ( 1

2M+1 |
∑n=M

n=−M x(n)e−iwn|2)

Theorem (Wiener-Khintchine)

P(e iw ) = DTFT (rx(k)) =
∑

k r(k)e−iwk .

证明： P(e iw ) = limM E ( 1
2M+1 |

∑n=M
n=−M x(n)e−iwn|2), 展开求期

望得到r(k),再求和，求极限即可。
详略。

LTI系统作用于平稳信号

Theorem (存在性)

给定x(n, ξ)是有限期望的平稳随机过程，通过BIBO稳定LTI系
统h[k],得到 y(n, ξ) =

∑
k h[k]x [n − k; ξ]

y(n, ξ)按概率1收敛，且如果x(n, ξ)方差有限，则输出也是方差
有限，且它是平稳随机过程。

LTI系统的系统响应:时间域

I 输出期望µ(y [n]) = µ(x [n])H(e i0)

I 互相关系数rxy (k) = h(−k) ∗ rxx(k)

I 自相关系数ry (k) = rh(k) ∗ rx(k),
其中rh(k) = h(n) ∗ h(n − k)，为系统的相关序列。 特别输
出功率Py = ry (0) =

∑
k rh(k)rx(k).

LTI系统的系统响应: 频率域

I z变换 Sy (z) = H(z)H(1/z)Sx(z)

I 自功率谱 Sy (e iω) = |H(e iω)|2Sx(e iω)

I 自功率谱只能得到系统的幅度响应，不能得到相位响应。

估计问题

给定数据x(0), x(1), . . . , x(n − 1), 利用随机变量估计确定参数
θ := θ̂ = g(x(0), . . . , x(n − 1)).

I 估计器的性能？与真实值得差距？

I 是否最优？怎样找到最优估计？

Definition (估计分类)

I 估计器的性能:
I 无偏估计: E (θ̂) = θ
I 渐进无偏: n→∞, limE (θ̂) = θ
I 有偏估计: b(θ) = E (θ̂)− θ

I 最优准则:
均方误差准则(MSE): mse(θ̂) = E

[
(θ̂ − θ)2

]
一致估计: n→∞,mse(θ̂)→ 0.

理想估计器：最小方差无偏估计器(MVU)



矩估计

I 无偏均值估计: µ̂x = 1
N

∑
x(n)

白噪声过程方差: Var(µ̂x) = σ2x/N

一般过程:Var(µ̂x) = 1
N

∑
(1− |k|N )cx(k),cx为x的协方差函

数。

I 有偏方差估计: σ̂2x = 1
N

∑
(x(k)− µ̂x)2

白噪声过程方E (σ̂2x) = N
N−1σ

2
x , 渐近无偏。

一般过程:Var(σ̂2x) ≈ c4x
N , c4x是x的四阶中心矩。

I 自相关估计

r̂x(k) =


1
N

∑N−1
n=1 x(n)x∗(n − k) 0 ≤ k ≤ N − 1

r̂x(−k) −(N − 1) ≤ k < 0

0 otherwise.

渐进无偏；自相关矩阵是半正定；方差趋于零(一致估计);

EXAMPLE (简单随机过程)

x(n) = A + w(n),w(n)是WGN(0, σ2)白噪声。估计A.

线性波形估计

EXAMPLE
已知信号x1(n), x2(n), . . . , xk(n),估计信号y(n).

设 ˆy(n) = H(x1, x2, . . . , xk)为一个估计信号。
误差信号e(n) = y(n)− ŷ(n).
特别有线性估计，H是线性函数。

Remark (最佳估计器)

误差e(n)满足一定准则的估计器。
一般正负同样重要，|e(n)|, |e(n)|α.
重要:MMSE最小均方平方误差L(n) = E [|e(n)|]2.
Gauss 19世纪发展；
Wiener和Kolmogorov 最佳滤波； Kalman等进一步发展；

例子

EXAMPLE (array signals)

阵列信号处理: xk(n)是空间信号，y(n)是某个方向待估计信号。

EXAMPLE (信道均衡)

y(n) = s(n) + e(n),构造滤波器ŷ(n) = y(n) ∗ h(n) = s(n).

EXAMPLE (linear predictor)

线性预测：y(n) = x(n),由x(n − 1), x(n − 2), . . . , x(n − k)估计。
向前预测及向后预测。

EXAMPLE (inverse system)

逆系统：LTI系统 ŷ(n) = h(n) ∗ x(n),误差e(n) = y(n)− ŷ(n)。

线性均方误差估计

Definition (LMMSE)

设ŷ [n] =
∑

ck [n]xk [n],即Ŷ = C τX,即X是数据向
量x1, x2, . . . , xk ,C是系数向量。
误差曲面： 误差准则P = E (|e|2) = E (|ŷ − y |2)，
P(C ) = E ((C τX − y)2) = E |y |2 − C τd − dτC + C τRC, 其
中d = E (xy),R = E (xxτ ,P(C )称为估计的误差性能曲面。

当R正定时有唯一最小解。 如果使用有理系统，误差性能曲面可
能非二次曲面。

Remark (最小解的求法)

以上曲面方程可以直接用偏导数，但变量太多。 常见有矩阵等
对向量和矩阵的求导简化写法。设x , y , b是向量，A是矩阵比如
∂xτb
∂x = b, ∂x

τ x
∂x = 2x， ∂xτAy

∂x = Ay
∂xτAy
∂A = xy τ , ∂x

τAτAx
∂A = 2Axxτ， ∂trA

∂A = I



法方程

Remark (求解过程)

配方法P(C ) = E |y |2 − C τd − dτC + C τRC
P(C ) = E (y2)− dτR−1d + (RC − d)τR−1(RC − d), 如果R正定，
取得最小值的充要条件RC0 = d; Pmin = Py − dτC0.
r11 r12 · · · r1k
r21 r22 · · · r2k
...

...
...

...
rk1 rk2 · · · rkk

 ∗

c1
c2
...
ck

 =


d1
d2
...
dk

 ; rij = E (xixj); di = E (xiy)

以上称为法方程。

Corollary (正交性)

法方程的解满足：估计误差e0和x正交。E (xe0) = 0. 特
别E (ŷ e0) = 0.

Wiener-Hopf 方程

Remark
最优FIR滤波器:利用输入信号x [n]的样本，估计期望信号y [n]，
特别有线性估计ŷ [n] =

∑M
m=1 h[n, k]x [n −m] = C τ [n]X [n]

对应LTI系统， C [n]与时间无关，是常数!

Proposition (平稳过程最优FIR滤波器)

记R为自相关矩阵（Toeplitz)，rk = E (x [n]x [n − k]), 互相关矢
量d = [di ] = (ryx(i));设LTI系统系数H[k],

Wiener-Hopf方程：
∑k=M

k=0 h[k]r(n − k) = ryx(n) = dn.
MMSEP(C0) = Py −

∑
h[k]ryx(k)

Remark
一般不用最优IIR滤波器, IIR可以由FIR逼近；FIR的方程是线性方
程!

最优线性预测滤波器***

I 线性预测: 利用信号其他样本(时间)来估计某一时刻的信号
值。
前向预测：令y [n] = x [n],xk [n] = x [n − k], 1 ≤ k ≤ M，
记ŷ = x(n|XM−1),
后向预测:
令y [n] = x [n −M],xk [n] = x [n −M + k], 1 ≤ k ≤ M，
记ŷ = x(n −M|Xn),

I 前向预测方程: R自相关矩阵，dk = rxn−ky = r(−k);
Wiener-Hopf方程: Rh0 = ~r
MMSE P0 = r(0)− dτh0.

I 后向预测方程: R自相关矩阵，dk = rxn+1−ky = r(M + 1− k);
Wiener-Hopf方程: Rh0 = ~rB

MMSE P0 = r(0)−~rBh0.

滤波器的设计实现

Remark (设计)

1. 求解法方程。得到系数C；

2. 计算MSE P(C ),验证满足设计要求；

3. 计算估计值ŷ；

I 法方程求解可用任何算法，但实用中可用更有效算法；

I 阶数固定算法 vs 阶数递归算法

I 已知信息是二阶矩；特别有时不变系统，二阶矩为常数!

Remark (算法效率)

I Gauss消去法:O(M3)

I LDU分解：O(M2)

I Levinson递归算法: O(M2)包含所有低阶估计；我们记m阶估
计ŷm；对应系数~Cm,矩~dm.



最小二乘与实用滤波器

I Wiener滤波器是理想滤波器。已知条件：信号的二阶矩R以
及信号与目标的相关系数rdx .

I 最小二乘滤波器: 宽平稳过程，已知x(n), d(n), 估计R, rdx .
LS滤波器的法方程为R̂~C = ~rd , 最小能量E = Ey − ~rd

τC .

其中R̂ = ~X τ ~X , ~rd = ~X τd .
I 自适应滤波器: 非宽平稳过程，已知x(n), d(n),
时变线性方程Atwt = Dt，能量(最小二乘)E = |Aw − D|2,
一般可用迭代算法计算 wt+1 = wt −∆E , 比如Newton方
法。
自适应滤波器是学习过程，收敛足够快，从而可改变滤波器
系数，适应不同环境。

I Kalman滤波器：非宽平稳过程，时变线性方
程Dt = Atwt + b， 且有状态方程wt+1 = Fwt + c ,其中b, c是
噪音或误差。
一般可用迭代算法: Kalman滤波器算法(比较繁琐，略去).与
自适应滤波器存在对应。

以上算法的实现依赖于应用线性代数中的基本结果。

谱估计概述

Newton提出谱；傅立叶给出傅立叶变换；

I 傅立叶系数计算Ak ,Bk： 谐波分析仪(Thomson),物理机器。

I 经典谱估计：
直接法： Schuster 周期图： 功率=A2

k + B2
k

改进：平均周期谱；但是： 太慢。
间接法：Wiener—Khintchine定理：计算自相关函数的傅立
叶变换。
改进：Blackman-Turkey： 自相关谱估计方法

I 现代谱估计：
参数法模型：ARMA，Yule-Walker 求解
非参数法：MUSIC声音分解；
平稳信号与时变信号：短时傅立叶变换，Wigner分布等。

谱分解定理**

Definition (正则随机信号)

如果平稳随机信号满足Paley-Wiener条件称为正则的；
即

∫ π
−π | lnS(ω)|dω <∞

Theorem (谱分解**)

如果平稳随机信号是正则的，必有分解
S(z) = σ2Q(z)Q∗(1/z∗), 即S(ω) = |Q(e iω)|2σ2
其中Q(z)是最小相位系统。

任一平稳信号和白噪音信号可以通过一个可逆最小相位系统互相
得到。

混合过程

Remark
平稳信号含有连续的功率谱和离散的功率谱(谐波信号),称为混合
信号。

Theorem (Wold分解定理)

任一平稳过程x(n)可以写成x(n) = xr (n) + xp(n),其中xr (n)是正
则过程，xp(n)是离散谱的可预测过程。 且E (xrxp) = 0(正交).
rx(k) = rr (k) + rp(k),可以写成 xr (n) =

∑
k bkv(n− k)(MA(∞)过

程。
xp(n) = −

∑
k a(k)x(n − k).

Theorem (Kolmogorov定理)

任一ARMA过程可以用无穷阶AR过程表示。



ARMA模型

Definition (ARMA方程)

如果平稳随机信号满足
x(n) = −

∑p
k a(k)x(n − k) +

∑q
k b(k)w(n − k), 其中w(n)是白噪

音输入;称为ARMA(p,q)过程。自回归移动平均模型。

设系统函数 H(z) = B(z)
A(z)

例子:

I MA模型 即ARMA(0,q)模型，x(n) =
∑

b(k)v(n − k),全零点
模型。
正则的平稳随机过程：清辅音(不用声带振动的语音),连续的
功率谱和

I AR模型: 即ARMA(p,0)模
型，x(n) =

∑
a(k)x(n − k) + w(n),全极点模型。

可预测过程，元音及含声带振动的辅音，拟周期性；离散的
功率谱

经典谱估计概述

I 自相关函数的估计：
r(k) = limN→∞

1
2N+1

∑N
n=−N x(n)x(n + k)

验证：估计是有偏，渐进无偏估计；**方差性能好（可以构
造无偏估计但方差不好)
说明: 有限信号是矩形窗截断；等价与自相关加三角窗（延
迟窗)。

I 直接法： P(k) = 1
N |Xn(k)|2

改进(Bartlett，Welch等):分段求傅立叶系数，再平均。 减
小误差，降低分辨率。

I 间接法：有限信号的自相关函数的有限傅立叶变换。
P(w) =

∑M
n=−M r (n)e−iwn, |M| ≤ N − 1

分析：有数据窗的截断；延迟窗的泄漏，有限变换的分辨率
降低等问题；

Yule-Walker方程

AR(p)模型
∑p

k=0 akx(n − k) = w(n)
两边同时乘以x∗(n −m),取期望
E [

∑
k a
∗
kx(n − k)x∗(n −m)] = E [w(n)x(n −m)]

由因果性w(n)与x(n −m)不相关； m = 0;σ2w =
∑

ak r(k)
m > 0;

∑p
k=0 a

∗
k r(m − k) = 0

Rx~a = −~r为Yule-Walker方程。
~a = (a1, . . . , ap),~r = (r∗(1), . . . , r∗(p))

r(0) r(1) · · · r(p − 1)
r∗(1) r(0) · · · r(p − 2)

...
...

...
...

r∗(p − 1) r∗(p − 2) · · · r(0)



a1
a2
...
ap

 =


r∗(1)
r∗(2)

...
r∗(p)



模型参数计算

增广方程：Rp+1ap = σ2wu
r(0) r(1) · · · r(p)
r∗(1) r(0) · · · r(p − 1)

...
...

...
...

r∗(p) r∗(p − 1) · · · r(0)




1
a1
...
ap

 =


σ2w
0
...
0


利用r(0), . . . , r(p)可以求出ap和σ

2
w .

实际中应用观测值估计R,求参数。
注意: ARMA,MA模型对应的求参数方程是非线性的!



Wiener-Hopf 方程和Yule-Walker 方程

I 前向预测误差滤波器e(n) = x(n)−
∑

h[k]x [n − k]
Wiener-Hopf方程: Rh0 = ~r

I AR(p)模型系数计算
∑p

k=0 akx(n − k) = w(n)；
Rx~a = −~r为Yule-Walker方程。

I Wiener-Hopf 方程和Yule-Walker 方程的一致性。
增广方程：Rp+1ap = σ2wu
r(0) r(1) · · · r(p)
r∗(1) r(0) · · · r(p − 1)

...
...

...
...

r∗(p) r∗(p − 1) · · · r(0)




1
a1
...
ap

 =


σ2w
0
...
0


I 滤波器算法的实现关键是求解以上方程!
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